Pruebas y demostraciones

Santiago Dominguez Zermefio

¢Qué es una demostracion matematica? El término no le resultard ajeno a
la mayoria de los lectores, quizds para algunos la respuesta sea clara. Por
pura curiosidad les pedi a mis padres (mi madre es economista, mi padre
sociélogo) que me definieran qué creian ellos que era una demostracién
matematica.

“Pues cuando tienes un fenémeno social o un experimento cientifico

que necesitas explicar, una demostracién matematica te dice con
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matematicas por qué sucede”, dijo ella, a lo que mi papa asintié y
corroboré diciendo: “Una demostracién matematica te prueba con
matematicas la hipétesis de tu experimento”.

En realidad a eso no nos referimos los matematicos cuando
hablamos de demostraciones, pero no me sorprendié su respuesta. La
demostracion matematica, una nocién tan importante y basica dentro de
las matematicas y de la practica matematica, es en realidad poco
comprendida fuera de ese ambito. Es esto lo que me motiva a explicar
qué es una demostracibn matematica y por qué es tan importante.

Se puede decir de la manera mas simple posible que una
demostracion matematica es un argumento que muestra la veracidad de
un enunciado matematico mediante deducciones légicas a partir de
enunciados previamente conocidos y aceptados. Imaginemos una teoria
matematica como un edificio hecho de proposiciones y teoremas. Una
proposicién es una expresion susceptible de tomar valores de verdad y un
teorema es una afirmacién que puede ser demostrada. Un ejemplo de una
proposicion es: “La recta k pasa por el punto x. Es claro que puede o no
ser cierta. Por otro lado un ejemplo de teorema es: “Los angulos internos
de todo tridngulo suman 180 grados”.

Pensemos en este edificio como una construccién a la que se le
agregan pisos dia a dia. Asi, cada bloque agregado es un nuevo teorema
cuya verdad depende de todos los bloques colocados previamente. Los
bloques que sirven de base a todo el edificio no dependen de ningln otro
y son los axiomas de la teoria: son proposiciones que damos por
verdaderas y no probamos. En esta analogia los bloques se agregan
mediante inferencias légicas. Todo el edificio se deduce logicamente a
partir de los axiomas.
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Supongamos ahora que tenemos un nuevo teorema para nuestra
teoria. Para agregarlo hace falta demostrarlo. Esto es, mostrar
explicitamente los teoremas y proposiciones previas de las que partiremos
para deducirlo, asi como las reglas de inferencia légica con las que
lograremos demostrarlo. En nuestra analogia esto equivale a mostrar los
bloques sobre los que vamos a construir y explicar por qué decidimos
poner el nuevo bloque sobre ellos.

Si un teorema es demostrado, tenemos la certeza de que, al menos
para esa teoria matematica, el teorema es verdadero. Lo que no quiere
decir que sea verdad siempre. Si cambiamos de teoria (si en nuestra
analogia cambiamos de edificio), cambiaran las reglas de inferencia y los
axiomas. Como resultado nuestro teorema podra no ser verdadero o
carecer incluso de significado.

Hasta ahora he hecho un pequefio esbozo sobre lo que constituye
un teorema dentro de una teoria matematica. Es en este contexto que
podemos hablar de una demostracién matematica, la cual resulta ser
absolutamente necesaria en la practica matematica: sin ella no podriamos

tener la certeza de que lo que estamos diciendo es verdad.

¢Por qué se empez6é a demostrar?

Es dificil saber con certeza dénde se origind la primera demostracién. Si
pensamos en las demostraciones como un argumento con el cual se
busca convencer a alguien sobre la veracidad de una aseveracién
matematica, podemos ver que varias de las civilizaciones antiguas ya
contaban con algunas demostraciones rudimentarias. Con esto me refiero a
que no eran muy rigurosas. Muchas veces probaban cosas de manera
indirecta o wusando analogias, o simplemente confiando que alguna
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proposicion seria universalmente cierta, en virtud de que lo ha sido en
muchas ocasiones distintas.

Recordemos el teorema de Pitagoras: en un triangulo rectangulo, la
suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la
hipotenusa (a*+b°=c?). Para muchas civilizaciones antiguas este era un
hecho conocido. Los babilonios, por ejemplo, tenian tablas con ejemplos
de triangulos que cumplian esta propiedad, las usaban en sus
construcciones y edificaciones. Sin embargo, la primera demostracién
rigurosa se atribuye a Pitdgoras, un griego que vivié en el siglo VI a.C. Hay
otras demostraciones antiguas, como la que se encuentra en el manuscrito
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Esta demostracion geométrica data aproximadamente del siglo Il a.C. El

argumento que sigue es basicamente el siguiente:
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(a-b) '
e o= @be + 4%
= a? + b2

©2022 Threestory Studio - blog threestory.com

Es interesante mencionar que las demostraciones pueden ser distintas:
unas son visuales y geométricas (como la china) y otras usan argumentos
algebraicos 'y numéricos. De hecho este teorema especifico es
probablemente el mas diversamente demostrado. Hay libros enteros
dedicados a mostrar distintas pruebas del mismo.

Podemos ahora pensar que desde hace mas de dos milenios, las
demostraciones matematicas ya existian. Pero para poder afirmar esto
debemos ser algo flexibles con la definicién de demostracién. En sentido
estricto, muchas de las pruebas de la época eran demostraciones
informales. Con esto me refiero a que la mayoria de las demostraciones
no eran rigurosas o estrictas de acuerdo a la definicion actual de
demostracion. Pero esto es légico, al fin y al cabo estamos hablando de
tiempos distintos, de conceptos y filosofias distintas. Lo importante es
notar que muchas de estas demostraciones no son estrictas porque no
fueron hechas dentro de un sistema légico y axiomatico que podamos
llamar teoria matematica. Es por esto que decimos que no son pruebas
formales. ¢;Cémo demostraban entonces? Por lo general partian de hechos

que se daban por verdaderos, y se valian de argumentos para intentar
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mostrar la veracidad de lo que afirmaban; aunque muchos de estos
argumentos eran analogias o experimentos mentales que debian mostrar la

necesidad de veracidad del teorema.

Hacia las demostraciones modernas
La tradicion matematica moderna, como muchas de las tradiciones del
saber occidental, se gesté en la antigua Grecia. Fue ahi donde se
empezaron a trabajar las matematicas como un sistema axiomatico con
reglas légicas, proposiciones y demostraciones. Una de las muestras mas
claras de esto es el monumental tratado matematico Los Elementos escrito
por Euclides por el afio 300 a.C. Su relevancia es importantisima en el
contexto del desarrollo de las matematicas pues se trata de una
recopilacion del saber matematico de la época. En él Euclides construyé
un sistema con definiciones, axiomas y proposiciones, y fue demostrando
sistematicamente los principales resultados conocidos, sobre todolos
relacionados con lateoria de nimeros y con la geometria. Durante muchos
siglos Los Flementos fue la segunda obra mas editada y publicada (sélo
después de la Biblia) y su estudio era obligatorio en las universidades.
Puede considerarse el libro de texto mas exitoso e influyente de la
historia.

Con la exhaustiva formalizaciéon el método deductivo matematico, los
13 libros que conforman a Los Elementos establecieron una tradicion que
habria deinfluir fuertemente en el desarrollo de la ciencia en general,
siendo la demostracién matematica una parte clave esta tradicién. ¢Habria
tenido el mismo impacto Euclides si tan sélo hubiera enumerado sin
demostrar los resultados matematicos conocidos en su época?
Indudablemente no. Los £Elementos trascendieron porque lograron
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estructurar el conocimiento de manera légica, estableciendo relaciones
causales entre proposiciones matematicas. En esto radica la importancia de
la demostracion matematica: nos muestra la necesidad de nuestras
afirmaciones, a la vez que nos ensefia cémo es que éstas se relacionan
con todas las demas proposiciones y teoremas del sistema. Al decir que
nos muestra su necesidad no hablo de su utilidad: me refiero a su

inevitabilidad.
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Demostrar como arte
/ am interested in mathematics only as a creative art.
G. H. Hardy
Durante muchos siglos, el estudio de la matematica y de la légica fue
parte fundamental de la educacién superior. La matematica, la filosofia y
la teologia iban de la mano, por ello no faltaban las demostraciones
légicas de la existencia de Dios. Hoy en dia las matematicas son
consideradas una herramienta auxiliar en muchas areas del conocimiento.
Y esto no estda mal: en verdad lo son. El problema radica en que en
muchas ocasiones se comprenden como si fueran solamente eso. Se ha
fallado en mostrar la relevancia que tienen por si mismas como una de
las construcciones mas sofisticadas del conocimiento humano. Y uno de
los sintomas mas claros de esto es la falta de entendimiento de las
demostraciones matematicas.

Es cierto que demostrar puede ser muy complicado. A mi parecer,
una de las dificultades inherentes a las demostraciones matematicas es el
lenguaje y desarrollo tan particular que tienen. Para alguien que esta
empezando a adentrarse en el ambito matematico resulta muy complicado
entender todos los pasos légicos muchas veces no presentados de manera
explicita, que van construyendo a la demostracién. En general, lograr
entender y hacer demostraciones matematicas requiere de practica y
estudio constante.

Pero para la mayoria de los matematicos que sea dificil lograr
demostrar algo en las matematicas no hace sino volverlas mdas atractivas:
lograr llegar a un resultado importante se vuelve un verdadero reto. Se
requiere mucha disciplina, paciencia y capacidad para poder tener todo el
conocimiento que se requiere, ademas de mucho talento, creatividad e
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inspiracion para poder hacer uso de éste. Hay que pensar profundamente,
tender puentes entre ideas, sacar conclusiones. Una demostracion
matematica verdaderamente bella es aquella que logra relacionar
conceptos profundos y ricos, y que a su vez se muestra como algo simple,
aun cuando detras lleva un grandisimo trabajo intelectual. La matematica
es una actividad profundamente creativa.

Todo esto, su caracter abstracto e intangible y su belleza subjetiva
hacen que una buena demostracién pueda ser considerada un arte. La
necesidad innegable de sus resultados, la aparente perfeccion de sus
sistemas, su ilimitado universo geométrico, sus infinitos elementos... hay
grandes razones para quedar asombrados ante la matematica. Y en el

corazén de todo ello, estan las demostraciones.
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